Analysis Oberstufe Seite 5

802. Rationale Funktionen

1. Definitionen

Eine Funktion
a,x"+a, X"+, +ax+a,

fi x> —
b, X" +b, X" +..+bX+Db,

mit a,; b, # 0 heildt rationale Funktion.

» Ist das Nennerpolynom konstant, so ist f eine ganzrationale Funktion, sonst eine
gebrochenrationale Funktion.

» a, bzw, by, heil’t Leitkoeffizient und n bzw. m der Grad des Zahler-/bzw. Nennerpolynoms.

» Ist ¢ € IR eine Nullstelle des Nenners, dann
e enthélt das Nennerpolynom den Faktor (x — c),
e heif3t die Stelle x = ¢ Definitionsliicke
e hei3t (x — c) der zugehorige kritische Faktor.

Beispiele:
f: X > 3x2+4x + 2: ganzrationale Funktion 2. Grades
D=IR
Leitkoeffizient: 3
_y3 2
x> 3X+—2)‘(1+1 : gebrochenrationale Funktion,
_X —
D = IR{-4}
Zahler: Grad 3, Leitkoeffizient: —3
Nenner: Grad 1, Leitkoeffizient: -1

2. Eigenschaften von gebrochenrationalen Funktionen mit der Definitionslicke ¢

Fall a) Der kritische Faktor (x — c)" lasst sich nicht aus dem Nenner kiirzen:
x = ¢ heifl’t Polstelle k-ter Ordnung. Der Graph besitzt eine vertikale (,,senkrechte®)
Asymptote mit der Gleichung x = ¢

A
A

v
v

e

k ungerade: VZW k gerade: kein VZW

Fall b) Der Faktor (x—c)* Iasst sich vollstandig aus dem Nenner kiirzen:
x = c ist zwar Definitionsliicke aber keine Polstelle. ,,Loch* im Graphen

A

| — O
/ c
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3. Grenzwerte flr X = X,

Problem: Es sollen die Definitionsliicken bestimmt und das Verhalten einer Funktion in der
2 _
Néhe dieser Lucken untersucht werden am Beispiel f: x+— ;(lel
X2-3X —
x2-1  (x=D(x+1)
-3x-4 (X+D(x-4)
Definitionsliicken: x; = —1; X, = 4.

Losung:  Faktorzerlegung: f(x) = ”
X

» Setzt man fir x in Zahler und Nenner den Wert x; = —1 ein, so werden beide Null

,,% ). Nach Kiirzen des kritischen Faktors (x + 1) erhélt man den Wert a = % .

Man sagt in diesem Fall: ,,f hat flir x — X, den Grenzwert a «,
Schreibweise: limf(x)=a  Sprich: ,,limes x gegen x, von f(X) ist gleich a“

X—>Xq

||mf(x)_|| w lim _1_2

x—>-1 x> 1(x+1)(x—4) x>1x—-4 5

» Setzt man fur x in Zahler und Nenner Werte nahe X, = 4 ein, so wird der Nenner
betragsmaRig beliebig klein und der Bruch betragsmalig beliebig groR.
Beim Einsetzen von Werten x < 4 (linksseitige Annaherung), ist der Bruch
negativ, bei Werten x > 4 (rechtsseitige Annéherung), ist der Bruch positiv.
Es existiert also kein Grenzwert, man schreibt in diesem Fall allgemein:

lim f(X) =—oo/+o0 bzw. I|m f(X) =—o0/+00
lim (<) = lim XD g XL
x4 (X+1)(x—4) x-»4 x—4
lim £(x) = lim X =DXFD e x=1
X—>4" X—>4" (X +1)(X 4) x—4" X —4
(Man erhélt sowohl fur den gekdrzten als auch den ungekirzten Term dasselbe
Ergebnis)

AuBerdem gilt:
e X2 = 4 ist Polstelle 1. Ordnung
e vertikale Asymptote: X = 4

Bemerkunag:
Der Grenzwert lim f(x) =a ist dann existent, wenn man sowohl bei Annéherung von rechts als

X—>Xg

auch von links an x, den Wert a erhalt.

Schreibweisen: von links: lim f(x)_ I|m f(x)_ lim f(x) =a

X—>Xq

X=X

von rechts: lim f(x)_ I|m f(x)_ limf(x)=a

X—>Xg" X%,

Die Rechenregeln aus der 10. Jahrgangsstufe gelten analog.
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TIPP: Um Grenzwerte zu bestimmen, sollte der Funktionsterm faktorisiert werden.

Beispiele:
Untersuche jeweils das Verhalten von f in der Umgebung der angegebenen Stelle X,.
2 __
O fxo 2 1;x0:1
x-1
I|mf(x)—I|m XL i DD i) = 2
x->1 X =1 x—1" (X 1) x—1"
fim f (x) = lim XL i $TDEHD ¢ 41) =2
xolf X =1  x-o1 (x_]_) x—-1*
Damit: limf(x)=2 Loch L(1/2)
x—1
2 __
@ fix 2 1;x0:2
X—2
I|mf(x)—I|m _jim DD
—2 x->2 X—=2
lim £() = lim X" _ Jim XZDXHD
x—2" x=2" X—2  x-2 X—2

Vertikale Asymptote: X = 2

Tipp: In die nicht-kritischen Faktoren (hier also in (x — 1) und (x + 1)) den exakten
Zahlenwert (hier: 2) einsetzen, erst im kritischen Faktor (hier: (x — 2)) die
Annéherungsseite berucksichtigen und etwas wenig kleineres bzw. groReres als 2
einsetzen (z.B. 1,9 bzw. 2,1), um das Vorzeichen zu ermitteln.

2
©) f:X|—>X—;x0=l

X+2
(Xo = 1 keine Definitionslucke, d.h. getrennte Annaherung von links und rechts unnétig!)
2 2
limf (x) = imX_ -t 1

x>1xX+2 142 3

4. VVerhalten im Unendlichen

Definition
Eine Gerade mit dem Funktionsterm a(x) heil3t Asymptote einer Funktion f, wenn die Differenz
a(x) — f(x) fir x — oo gegen Null geht.

Untersuchung rationaler Funktionen

R a X" +a, X"+ taxta, _
mem +bm,1mel+"'+b1X+b° Xm (
m
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Fall a) n <m Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der des Nennerpolynoms

a a, a
(an e +°j

X X"t x"
lim f(x) = lim =0; horizontale Asymptote: y =0
X—>o0 Xodo ( b, b, b, j
D R e T R
X X X
. x+1 . ) : .
Beispiel: f(x) = 5 lim f(x) =0; horizontale Asymptote: y =0
X —_ X—00

Fall b) n=m Grad des Zahlerpolynoms gleich dem des Nennerpolynoms

an—l a'1 ao
a, +-= 4 byl
: — i "X X"t x" _a, . : - &
lim f(x) = lim =" horizontale Asymptote y = —
X—>Ho0 X—>3o0 bm—l bl bo b b
b, + T e m
X X X
— x2
Beispiel: f(x) =% lim f(x) = —% horizontale Asymptote: y = —%
X — X—>+o0

Fall ¢) n>m Grad des Zahlerpolynoms groRer als der des Nennerpolynoms

. a a, a
X”m-(an+ il p L+ —1 +°j

. . X X"t X" : .
lim f(x)=lim = lim | x"™. . =400
X—>Fo0 X—>F00 (bm N bm—l - bl N b0 j X—>+00 bm

m-1 m

X X X
Das Vorzeichen des Grenzwerts hangt also vom Exponenten n—m und vom Vorzeichen des

Bruchs a—”ab:

m

Ist der Exponent n—m eine gerade Zahl,  so haben beide Grenzwerte (fiir x—+o0 und flir x——o0)

dasselbe VVZ wie der Bruch S—”.

m

Ist der Exponent n—m eine ungerade Zahl, so hat der Grenzwert fir x——oo das gegenteilige

Vorzeichen wie der Bruch E—“ und der Grenzwert

m

. . . a
fur x—+oo dasselbe VVorzeichen wie der Bruch b—”

m

3
Beispiele: lim 3;(;42)(: lim [x“-ij: lim (xz- —% =—oo Exponent n—m = 2 (gerade)

X—>1o0 —_ X X—>+too —_ X—>1o0

3 7
lim %z lim (x” i) = lim (xs- —% =—o0 Exponent n-m =5 (ungerade)
X—>+00 X_ X X—>+00 — X—>+0

3 7
lim %: lim (x” 34) = lim [xs- —% =-+oo Exponent n—-m =5 (ungerade)
X—>—00 X_ X X—>—00 —_ X—>—00
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Zur Berechnung der Asymptote: Polynomdivision ausfuhren

Beispiele:
. (0= X* — X3+ 2x2
x2+1
fX)= (F—x3+2x9):(@+1)=x2—x+1+ x-1
x2+1
—(X4 + XZ)
_X3 + XZ
—(=x® —X)
X2+ X
—(x? +1)
x-1

Der Bruch (,,Divisionsrest®) geht gegen Null, der ganzrationale Anteil beschreibt die

asymptotische Kurve:
y = x2—x +1 ist Gleichung der asymptotischen Kurve

3_y2
. fooXXt2
x2+1
)= (C—x +2)0@+1)=x—1+ X33
X2+1
—(x3 + X
—XZ—X+2
_(_XZ _1)
-X+3

schrdge Asymptote: y=x-1

Hinweis: Um das Grenzverhalten zu ermitteln, kann man einfach den Term der Asymptote
betrachten. Dieser zeigt dasselbe Verhalten wie der Funktionsterm:
3_y2 3_y2
lim f(x) = lim %*2: lim (x=1) =+c0 und lim f(x) = lim %: lim (x 1) = —oo
X—>—00 X—>—00 X +

X—>+00 X—>+0 X + X—>+00 X—>—0

Hinweis: Polynomdivision zum Auffinden der Asymptote kommt so gut wie nicht mehr vor.

Meist sind die Funktionsterme bereits in einer Form wie f(x) =x -1 + vorgegeben, so

X2+1

dass man die Asymptotengleichung sofort ablesen kann. Umgekehrt empfiehlt es sich, den
Term als einen einzigen Bruch zu schreiben (Erweitern auf Hauptnenner)

—X+3 _ X(X2+1) 1(x2+1) N —X+3  X3+X—-X2-1-X+3 X3-X2+2
X2+1 X2+1 x2+1  x2+1 X2+1 xX2+1

fx)=x-1+
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